
Agrégation - Leçons

Taubérien fort
[131 développements, p ]

ÉNONCÉ :

Théorème : Soit (an)n∈N une suite réelle vérifiant an = O
( 1
n

)
.

Si limx→1−
∑+∞
n=0 anx

n = `, alors la série ∑+∞
n=0 an converge vers

`.

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : Pour tout polynôme P ∈ C[X], on a :

lim
x→1−

(1− x)
+∞∑
n=0

xnP (xn) =
∫ 1

0
P (t)dt

Démonstration. P est borné sur [0, 1], donc pour tout x ∈ [0, 1[,
la série ∑+∞

n=0 x
nP (xn) converge absolument donc converge. Pour le

monôme x 7→ xp, p ∈ N, on a :

∀x ∈ [0, 1[, (1− x)
+∞∑
n=0

xn(p+1) = 1− x
1− xp+1 = 1∑p

i=0 x
i

donc :
lim
x→1−

(1− x)
+∞∑
n=0

xn(xn)p = 1
k + 1 =

∫ 1

0
xpdt

Par linéarité de l’intégrale, le résultat reste valable pour tout poly-
nôme P ∈ C[X].

Démonstration. (théorème) : Soit (an) une suite de nombres réels
telle que an = O

( 1
n

)
et limx→1−

∑
n≥0 anx

n = 0. Soit g la fonction

indicatrice de l’intervalle
[1

2 , 1
]
.

On considère la fonction h : [0, 1]→ R définie par :

h(x) = g(x)− x
x(1− x) =

 −
1

1−x x ∈
[
0, 1

2
[

1
x x ∈

[1
2 , 1

]
Soit ε > 0 fixé. Soient s1, s2 continues sur [0, 1] vérifiant s1 ≤ h ≤ s2
et ∫ 1

0 (s2(t)− s1(t))dt < ε.
En vertu du théorème de weierstrass, on dispose de deux poly-
nômes t1 et t2 tels que |t1−s1| < ε et |t2−s2| < ε sur [0, 1]. Ainsi, les
polynômes u1 = t1− ε et u2 = t2 + ε vérifient u1 < s1 ≤ h ≤ s2 < u2
et u2 − u1 ≤ s2 − s1 + 4ε donc∫ 1

0
(u2(x)− u1(x))dx < 5ε

Comme g(x) = x+x(1−x)h(x) sur [0, 1], les polynômes p1(x) = x+
x(1−x)u1(x) et p2(x) = x+x(1−x)u2(x) vérifient p1(0) = p2(0) = 0,
p1(1) = p2(1) = 1, p1 ≤ g ≤ p2 et le polynôme q(x) définie par :

q(x) = p2(x)− p1(x)
x(1− x) = u2(x)− u1(x)

et vérifie ∫ 1
0 q(x)dx < 5ε.

En considérant Φ l’ensemble des fonctions φ : [0, 1]→ R telle que :

• Pour tout x ∈ [0, 1[, la série ∑n≥0 anφ(xn) converge.

• limx→1−
∑
n≥0 anφ(xn) = 0.

Il est clair que ∑
n≥0 ang(xn) converge pour tout x ∈ [0, 1[ car le

terme de cette série est nul dès que xn < 1
2 .

Par hypothèse, il existe M > 0 tel que |an| ≤ M
n pour n ∈ N∗.
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Comme p1 ≤ g ≤ p2, on a :

∀x ∈ [0, 1[,
∣∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an(g(xn)− p1(xn))
∣∣∣∣∣∣ ≤

+∞∑
n=1
|an|(p2 − p1)(xn)

≤M
+∞∑
n=1

xn(1− xn)
n

q(xn)

≤M(1− x)
+∞∑
n=1

xnq(xn) (∗)

On a p1 ∈ Φ et limx→1−(1− x)∑n≥1 x
nq(xn) = ∫ 1

0 q(t)dt < 5ε d’où :

∃λ ∈ [0, 1[, ∀x ∈ [λ, 1[,
∣∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

anp1(xn)
∣∣∣∣∣∣ < ε et (1−x)

+∞∑
n=1

xnq(xn) < 5ε

Par (∗), on obtient, pour tout x ∈ [λ, 1[ :

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ang(xn)
∣∣∣∣∣∣ < (5M + 1)ε

Donc g ∈ Φ.
Or, par définition de g, on a

∀x ∈ [0, 1[,
+∞∑
n=0

ang(xn) =
[− log 2

log x ]∑
n=0

an

d’où le résultat, lorsque x→ 1− pour ` = 0. Reste à remplacer pour
le cas général a0 par a0 − `.

 
 

Précisions sur les fonctions s1 et s2 :
On définit s1 par h+ ε

4 sur la partie définie par [0, 1] \ [1
2 −

ε
16 ,

1
2 ] et

de compléter de façon affine sur le segment central.
De même, on définit s2 par h − ε

4 sur la partie définie par [0, 1] \
[1
2 ,

1
2 + ε

16 ] et de compléter de façon affine sur le segment central.
Ainsi, la fonction |s2 − s2| est bornée par :

ε
2 sur [0, 1] \

[1
2 −

ε
16 ,

1
2 + ε

16
]

4 + ε
2 sur

[1
2 −

ε
16 ,

1
2 + ε

16
]

Ainsi, on obtient la majoration∫ 1

0
|s2 − s1| ≤ ε

Application : F (x) = ln(1 + x) = −∑
n≥1

(−x)n

n donc ∑
n≥1

(−1)n

n =
−ln(2).
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