Agrégation - Legons
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[131 DEVELOPPEMENTS, D |

ENONCE :

Théoréme : Soit (a,)nen une suite réelle vérifiant a, = O ().

Si lim, ;- % aa™ = ¢, alors la série 3% a,, converge vers
L.
DEVELOPPEMENT :

LEMME : Pour tout polynéme P € C[X], on a :

hm(l—:r:)z.q: P(x"

r—1— =0

Démonstration. P est borné sur [0, 1], donc pour tout = € [0,1],
la série 3120 " P(2") converge absolument donc converge. Pour le
monome x — ¥, p € N, on a :

l—2z 1
Vo e [0,1], (1— n(p+1) — — ,
T [ [ ( ‘T) nz_:o . 1 — pptl Z‘f:o Tt
donc :
lim (1 S 2 (g ! : Pdt
Jim (1=2) 3 2@ = g =
Par linéarité de l'intégrale, le résultat reste valable pour tout poly-
nome P € C[X ] O
Démonstration. (théoréme) : Soit (a,) une suite de nombres réels

telle que a, = (%) et lim, ,1- X p>0a,2" = 0. Soit g la fonction

indicatrice de I'intervalle [ : 1}.
On considere la fonction A : [0,1] — R définie par :

g

hz) = r(l—x2)
Soit € > 0 fixé. Soient $1, s continues sur [0, 1] vérifiant s1 < h < s9
et J1(so(t) — s1(t))dt < e.
En vertu du théoreme de WEIERSTRASS, on dispose de deux poly-
nomes t; et ty tels que [t; —s1| < € et [ta— s3] < esur [0, 1]. Ainsi, les
polynomes uy; =t — € et uy = to + € vérifient vy < 51 < h < 59 < uy
et uy — uy; < 89 — 51 + 4e donc

/Ol(uQ(x) —uy(z))dxr < be

Comme g(z) = z+x(1—x)h(z) sur [0, 1], les polynoémes pi(x) = z+
r(1—z)uy(x) et po(x) = z+x(1—x)us(x) vérifient p;(0) = p(0) = 0,
p1(1) =p2(1) =1, p1 < g < py et le polyndéme ¢(x) définie par :
- pa(x) — pi(2) — o) — ui(x
Q(x) - I’(l _x) - 2( ) 1( )

et vérifie [ q(x)dx < 5e.
En considérant ® I’ensemble des fonctions ¢ : [0, 1] — R telle que :

o Pour tout z € [0, 1], la série ;>0 a,¢(z") converge.

o lim, ;- 2n>0 anQS(xn) = 0.

Il est clair que ¥,>0a,g(z™) converge pour tout € [0,1] car le
terme de cette série est nul des que z" < %
Par hypothese, il existe M > 0 tel que |a,| < % pour n € N*
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Comme p; < g < p9, 0n a :

vz € [0,1], Jrzj)an(g(xn) —pi(a"))] < ihn!(m —p1)(a")
<M +: MQW)

< M(1 - z) :2::0 z"q(z") (x)
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On ap; € ® et lim, - (1 — ) X1 2"¢(2") = f) q(t)dt < 5e d’ou :

+00
<eet (I—z) > x"q(z") < be

400
AN e [0,1], Vx € [N\ 1], | anpi(z™)
n=0 n=1
_ Précisions sur les fonctions s; et sy :
Par (x), on obtient, pour tout z € [A, 1] : On définit sy par h + ¢ sur la partie définie par [0, 1]\ [§ — &, 5] et
de compléter de facon affine sur le segment central.
JFXO:O ang(z™)| < (5M + 1)e Dle 1méme, on définit sy par h — { sur la partie définie par [0,1] \
n=0 3,5 + 1g] et de compléter de fagon affine sur le segment central.
Ainsi, la fonction |s — so| est bornée par :
Donc g € . . 1 e 1. -
Or, par définition de g, on a { 2 sgr 0,1] } [5 L1602 Jer E}
4+ sur [3— 53 + 1)
oo Toe2] Ainsi, on obtient la majoration
Ve e [0,1], > ang(z")= > ap 1
n=0 n=0 /0 |82 — 81‘ S €
= — Y (_i)n done ps1 (—le)" —

Application : F(x) = In(1 + x)

d’ou le résultat, lorsque  — 1~ pour ¢ = 0. Reste a remplacer pour
0| —In(2).
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le cas général ay par ag — .
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